Fisica 11

Fcuaciones de Maxwell

Ingenieria Electronica
Departamento de Ciencias Aplicadas y Tecnologia
Universidad Nacional de Moreno

{in

30 de noviembre de 2015



Indice

I1. Repaso de las ecuaciones|
|IL.1. Ley de Gauss para el campo electrostatico| . . . . . . ... .. .. ... ... ....
[1.2. Ley de Gauss para el campo magnetostatico. . . . . . ... ... ... ... ....

[[337 Tey de Faraday-Lenz . . . . . . . . . . . . . o e

[1.4. Ley de Ampere| . . . . . . . oL

— e e

|12. Operador vectorial nabla V|
.........................................

|2.3. Divergencia V - El .....................................
|2.4. Rotor V x E| .......................................
|2.5. Laplaciano V2V| .....................................

[3. Teoremas de Gauss y Stokes|
13.1. Teorema de Gauss-Ostrogradsky o Teorema de la divergenciaf . . . . . . ... ...

W N NNNN

'

S

4. Analisis y generalizacion de las ecuaciones de Maxwelll

[4.1. Ley de Gauss para el campo eléctrico[. . . . .. ... ... ... ... .. ... ...
A2 Tey de Gauss para el campo magnéticol. . . . . . . . . . . ... . ... ... ....
4.3. Ley de Faraday-Lenz| . . . . . . . . ...
4.4, Ley de Ampere-Maxwell| . . . . . . .. o oo

B E . e M T definitivas
b.1. Ley de Gauss para el campo eléctrico|. . . . . . . . . . ... ...
[5-2" Tey de Gauss para el campo magnéticol. . . . . . . v o v v vt
.3, Tey de Faraday-Lenz| . . . . . . . . . . . . . . . e
b.4. Ley de Ampere-Maxwell| . . . . . .. . . . . o

S Ot Ut Ot G

o 0o 0o 0o QO

6. Ecuacion de onda electromagnétical
6.1. Ecuaciones de Maxwell en el espacio materiall . . . . ... .. ... ... .. ...,

16.3. Ecuaciéon de onda electromagnétical . . . . . . .. Lo Lo

6.4. Solucion de la ecuacion deondal . . . . . . . . . . . . . ..., 1



Fisica II Ecuaciones de Maxwell

1. Repaso de las ecuaciones

1.1. Ley de Gauss para el campo electrostatico

€

%E-d@:i (1.1)
S 0

«El flujo electrostdtico sobre una superficie cerrada es proporcional a la carga neta
encerrada por la misma.»

Esta ley nos permite calcular con facilidad el campo eléctrico E de una distribucion de carga dada,
cuando la misma permite plantear una superficie gaussiana cerrada que presente completa simetria
con respecto a dicha distribucién de cargas. De esa manera el cédlculo de la integral se simplifica
enormemente y puede hallarse E.

1.2. Ley de Gauss para el campo magnetostatico

yﬁé-d“szo (1.2)
S

«El flujo magnetostdtico sobre una superficie cerrada es siempre igual a cero, dado
que no ezisten monopolos magnéticos.»

Esta ley justifica matematicamente la inexistencia de monopolos magnéticos mediante el andlisis
del flujo magnetostéatico sobre una superficie cerrada, que siempre resulta igual a cero, ya que
la cantidad de lineas de campo magnético que salen de la superficie resulta igual a la cantidad
entrante, por ser la superficie cerrada (notese la integral de superficie cerrada).

1.3. Ley de Faraday-Lenz

__9%s
ST o
o [ ~ -
——— | B-d 1.
€ ot /s S (1.3)

«Una variacion temporal del flujo magnético genera una fuerza electromotriz (fem)
inducida, cuyo sentido es tal que se opone a la causa que la produjo.»

Esta ley nos permite calcula la fem inducida debida a variones de cualquiera de los tres factores
que intervienen en el célculo del flujo: B variable con respecto al tiempo, S variable con respecto
al tiempo o el angulo € entre ellos variable con respecto al tiempo. El altimo caso citado, es el caso
de un alternador (generador de AC) en el que el dngulo varia con respecto al tiempo de acuerdo a
0 = wt.

1.4. Ley de Ampere

55 B-dl = pyi (1.4)
L

«La circulacion (integral de linea cerrada) del campo magnético (densidad de flu-

jo magnético é} es proporcional a la corriente neta encerrada por la trayectoria de
integracion. »
Esta ley nos permite calcula con facilidad el campo magnetosatico (densidad de flujo magnético
B) generado por un elemento de corriente (un conductor portador de corriente) a una distancia
dada, planteando una trayectoria de integracién que incluya al punto de interés y que llamamos
«trayectoria amperianay, que ademds encierre a la corriente generadora del campo y presente
completa simetria con respecto a ella.
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Ecuaciones de Maxwell

Fisica II

Operador vectorial nabla V

2.
2.1. Definicién
Nabla V es un operador vectorial dado por:
a, 0~ 0
_9: 95 934
V=o'’ "5

2.2. Gradiente VV
El gradiente de un campo escalar dado V resulta
V=V,+V,+V,
a, 0~ 0
v or + 3yj 0z
8Vz 2 0Vy ~ avz 7
= — k
vV P 1+ By J+ EP

El gradiente de un campo escalar arroja como resultado un campo vectorial cuya

direccion es la de mayor rapidez de incremento.

2.3. Divergencia V - E
La divergencia de un campo vectorial dado E resulta
E=E,i+ E,j+ E.k

0. 0~ 0
-~ 0B, O0E, OE,
Vb= ox + y + 0z

La divergencia de un campo vectorial arroja como resultado un valor escalar, que
da idea de la existencia de fuentes (divergencia mayor a cero) o sumideros (divergencia

menor a cero), es decir, puntos de donde emergen lineas de campo o puntos donde
confluyen.

2.4. Rotor V x E
El rotor de un campo vectorial dado E resulta
E=FE,i+E,)j+E.k

0,, 0,9,
8y‘7 0z

V=_—
81‘Z
ik
o 9 9 o)
VXxE=| 5 75 9z
E, E, E,
VU E— 8Ez_8Ey A 3Ex_8EZ - 8Ey_8Ex 3
dy 0z 0z Ox Ox dy
El rotor de un campo vectorial muestra la tendencia del mismo a inducir rotacion
alrededor de un punto.
2015
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Fisica II Ecuaciones de Maxwell

2.5. Laplaciano V2V

El laplaciano de un campo escalar dado V resulta
V=V,+V,+V,

2 9t 02
2 _ . | Jpe— JE— R
V= (V-V)= g5+ 37 " 977

0%V, 0%, 0%V,
+ +

2y,
ViV = ox? oy? 022

El laplaciano puede interpretarse como la divergencia de un campo de gradientes.
Un ejemplo prdctico es la aceleracion de particulas en el espacio, que es la «variacion
de la variaciony (variacion de velocidad) del espacio con respecto al tiempo.

Ingenieria Electronica 3 2015

Universidad Nacional de Moreno Ing. Guillermo Gurfinkel



Fisica II Ecuaciones de Maxwell

3. Teoremas de Gauss y Stokes

3.1. Teorema de Gauss-Ostrogradsky o Teorema de la divergencia

él-d@z/‘/(v-ﬁ)dv

«El flujo neto (integral de superficie cerrada) de un campo vectorial A es igual la
integral de volumen de la divergencia de dicho vector. El volumen V es el encerrado
por la superficie cerrada S.»

Este teorema permite, para un dado campo vectorial, pasar de una integral de
superficie cerrada S a una integral de volumen V.

3.2. Teorema de Stokes o Teorema del rotor

;éff-cﬁ:/s(VxA')dTS‘

«La circulacién (integral de linea cerrada) de un campo vectorial A es igual la inte-
gral de superficie del rotor de dicho campo. La supeficie S es aquella delimitada por la
trayectoria L.»

Este teorema permite, para un dado campo vectorial, pasar de una integral de linea
cerrada L a una integral de superficie abierta S.
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Fisica II Ecuaciones de Maxwell

4. Analisis y generalizaciéon de las ecuaciones de Maxwell

4.1. Ley de Gauss para el campo eléctrico

55 E.-ds=21
s €0
donde ¢ = [, pudv

siendo p, la «densidad volumétrica de cargay

%E-JS: 2o
S v €0

Recordando el teorema de Gauss-Ostrogradsky o Teorema de la divergencia
%E-d@:/ <V~E)dv: o iy
S \% v €0
Con lo que podemos quedarnos con los integrados de los dos ultimos miembros

v.E=" (4.1)
€0

4.2. Ley de Gauss para el campo magnético

%B-dﬁqzo
S

Recordando el teorema de Gauss-Ostrogradsky o Teorema de la divergencia
%E-d@:/ (V-B)av=0
s 1%
Con lo que podemos quedarnos con los dos tltimos miembros, para los cuales debe cumplirse:

V-B=0 (4.2)

4.3. Ley de Faraday-Lenz

dondeszggLE~(fl
siendo ¢ la fem «fuerza electromotrizy

Ndtese que la integral de linea (circulacion) es cerrada. Para campos electrostdticos,
que son conservativos, dicha integral es nula. Por su parte, los campos eléctricos varia-
bles en el tiempo generados por una variacion del flujo magnético, no son conservativos,
por lo que la integal cerrada de linea (circulacion) resulta distinta de cero.

%E.@:fﬁ/g.fs
L ot Js

Recordando el teorema de Stokes o Teorema del Rotor:

§é5~cﬁ:[g(VXE>-d_S
/S(VXE)-de‘:—gt/Sé-de’
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Fisica II Ecuaciones de Maxwell

4.4. Ley de Ampere-Maxwell

%B’-Cﬁ:uoi
L
dondei:fsj-d_s

siendo J la «densidad superficial de corrientey, resultando, en principio:

%éd:m/fﬁ
L S

Aqui Maxwell propone anadir un término al miembro derecho de la igualdad, que
contemple el siguiente caso:

Supoéngase un tramo de circuito eléctrico con un capacitor de placas paralelas en serie, por la
que circula una corriente alterna 7.

=
|

5 SF SF 3F F o ¢ o ok ap]
|

w1}

-

|

\ 4

%)

4
|

\ 4

Figura 4.1: Analisis de corrientes.

Sobre el conductor de la izquierda se aplica la ley de Ampere, es decir, se propone una trayectoria
amperiana L, que delimita a una superficie abierta S. De esta manera:

%B‘-dﬂl:uoic
L

donde ¢, es denominada corriente de conduccion, dada por ¢, = fs J-dS

%émzm/ff (4.4)
L S

La trayectoria amperiana L no impone condiciones sobre cudl es la superficie S que encierra,
por lo que debe cumplirse la ley de Ampere para el caso siguiente, en el cual la superficie se abomba
de manera tal que pasa por la zona entre las placas del capacitor, donde no hay corrientes, sino
campo eléctrico variable con respecto al tiempo.
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Fisica II Ecuaciones de Maxwell
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Figura 4.2: Anélisis de la corriente de desplazamiento.

Al aplicar la ley de Ampere, obtenemos:

%g'éﬁZMOid
L

donde ¢4 es denominada corriente de desplazamiento, dada por ig = ‘93% = % fs eOE -dS
El flujo eléctrico es, por definicion: @ = [ D-dS = s ek - dS
Quedando
Lo B L
%B'dlzuof‘/ﬁoE'dS (45)
L ot Js

Retomando la ley de Ampere original y considerando la existencia de ambas corrientes:

%B’-Cﬁ:uoi

L

¢§~d7:u0(ic+id)
L

con i.: «corriente de conduccién», debida a J

y 1q: «corriente de desplazamientoy, debida a %—Jf

Lo 9 Lo .
¢B~dl:u0—/eoE-dS+,uo/J-dS
L ot Js s

La derivaciéon temporal del primer término del segundo miembro puede incluirse en la integra-
cion espacial, ya que son operadores sobre distintas variables.

[ d [ > -
B.-dl = ZNeoE - d d
fi uoédt(EO S)+MO/5J S

Se obtiene entonces la ley de Ampere generalizada o ley de Ampere-Maxwell:

yfé-cfzz/ (uof-d3+uoeoaﬁ-df§>

Aplicando el teorema de Stokes ¢, B.dl = s (V X ﬁ) -dS al primer miembro:

/ (V X g) ~d_S=/ (Moj'd_s+ﬂ0€085-d_5)

Y dado que la superficie de integracion es la misma, los integrandos son equivalentes.

= - OE
V x B = ILLQJ + uonE (46)
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Fisica II Ecuaciones de Maxwell

5. Ecuaciones de Maxwell definitivas

5.1. Ley de Gauss para el campo eléctrico

vV-E="2 (5.1)
€0
«La divergencia del campo eléctrico es proporcional a la densidad volumétrica de
carga. »

5.2. Ley de Gauss para el campo magnético

V-B=0 (5.2)

«La divergencia del campo magnético es siempre nula, lo que implica la inexistencia
de monopolos magnéticos.»

5.3. Ley de Faraday-Lenz

o B

«La variacion temporal del campo magnético B (z,y, z,t) genera un campo eléctrico

E (z,y,2,t), también variable con el tiempo, cuyo rotor es distinto de cero, por lo que
resulta un campo NO conservativo.»

5.4. Ley de Ampere-Maxwell

= - OE
V X B = upd + Moéog (54)

«Una corriente y/o0 una variacion temporal del campo eléctrico E (x,y,2,t) genera
un campo magnético B (x,y, z,t), también variable con el tiempo.»

Ingenieria Electronica 8 2015
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Fisica II Ecuaciones de Maxwell

6. Ecuaciéon de onda electromagnética

6.1. Ecuaciones de Maxwell en el espacio material

vV-E="2 (6.1)
€0
V-B=0 (6.2)
. 0B
EF=-"—"— .
V x ey (6.3)
- - OF
V X B = pupd + Moeog (64)

6.2. Ecuaciones de Maxwell en el vacio

En el vacio, la densidad volumétrica de carga p, = 0 y la densidad de corriente superficial
J = 0, con lo cual las ecuaciones de Maxwell pueden reescribirse, para el vacio, de la siguiente
manera:

V-E=0 (6.5)
V-B=0 (6.6)
» OB
E=_-2" )
V x 5 (6.7)
. OF
B = = )
V x Ho€o ot (6 8)

6.3. Ecuacion de onda electromagnética

Dado que un campo magnético variable en el tiempo genera un campo eléctrico variable en
el tiempo y éste, a su vez, genera al primero, es de interés analizar, mediante las ecuaciones de
Maxwell, cudl es la expresién matematica que satisface las dadas condiciones. Para ello es necesario,
a partir de las ecuaciones diferenciales ya planteadas y obtener una ecuacién diferencial en
la que s6lo aparezca E y lo propio para el campo B.

Analizando la ecuacion 6.7

y haciendo uso de la identidad vectorial:
VxVxA=v(v-4)-vA
que equivale a:
rot (mt/f) = grad (div/_f) —- V24

Se obtiene

VXVXE_':V(V'E_')fVQE_':VX <)
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Fisica II Ecuaciones de Maxwell

y dado que en el vacio V - E=0

y dado que el rotor es un operador espacial y la derivada es temporal, puede conmutarse el
orden entre ellos:

_V2F _% (v % B)

mientras que de la ecuaciéon VxB= uoeo%—t

. ) oE
— 2 e — —_
ViE=-5 (“060 at>

-
V2E — MOEO%T;E =0 (6.9)
Ecuacion diferencial de segundo orden para el campo eléctrico.
Un analisis idéntico puede realizarse para hallar la ecuacion diferencial para el campo magnético
E, que resulta:

o ?B
V2B — Hoco 7 =0 (6.10)

6.4. Soluciéon de la ecuacién de onda

Para simplificar el anélisis se supone que el campo E posee sélo componente x y su direccién
de propagacion es z quedando:

0%E, 0°FE,
o — oo ot = 0 (6.11)
0%E, 1 0°E,

=0 (6.12)

922 12 o
donde v es la velocidad de propagacién de la onda, quedando

1
v/ Ho€o

que resulta la velocidad de propagacion de la onda electromagnética en el vacio, o velocidad de
la luz, cuyo valor es:

UV =

=c (6.13)

1 m
c= = 299,792,458 — 6.14
ot . (6.14)

La solucién a dicha ecuacién tiene la forma:
E, (z,t) = Epgpsen (wt — B2)1 (6.15)

Para comprobar que la funcion propuesta es solucion de la ecuacion diferencial se realizan las
derivadas parciales espaciales y temporales:

27 2

86ZE2y = % [Epansen (Wt — B2)] = — B2 Epazsen (Wt — B2) (6.16)
217 2

aafzy = % [Epazsen (Wt — B2)] = —w?Epgesen (wt — B2) (6.17)

Reemplazando las derivadas [6.16] y [6.17] en la ecuacion diferencial [6.12}

Ingenieria Electronica 10 2015
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Ecuaciones de Maxwell

[762Emdmsen (wt — Bz)] - % [ﬂﬁEmdmsen (wt — 52)]

donde
c es la velocidad de la

2
—82+ =5 =0

luz en el vacio (en metros por segundo)

w es la frecuencia angular (en radianes por segundo)
B es la constante de fase o ntimero de onda (en radianes por metro)

Cumpliéndose:

donde

f es la frecuencia (en Hertz)
T es el periodo (en segundos)
A es longitud de onda (en metros)

Dada la solucion para el campo eléctrico:

E, (2,t) = Emagsen (wt — B2) 1

=0

puede utilizar la 3ra ecuaciéon de Mawell en el vacio, ecuacién para hallar el campo B

relacionado.

. OB
E=-=
V x T

Considerando, en principio, que E posee las tres componentes, se desarrolla el rotor.

= (OE. OEy,)\- 0E, OE,\ ~ 0E, O0E,
VXE_<(9y 8z)l+(8z 8m>y+(8x 8y>k

. 0B

ot

La tnica derivada distinta de cero es 8{%, con lo cual el rotor se reduce dristicamente a:

OE, - 0B

(92]_ ot

De donde se deduce que B tiene componente y y viaja en direccién z.

Despejando B:

OFE,
0z

Ingenieria Electronica
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f/ 5. dt g
0

=3 Eaxsen (wt — 8z) = —BE 4,08 (wt — Bz)
z

—

By (z,t) = — / [—BEmazcos (wt — Bz)] dtj
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Fisica II Ecuaciones de Maxwell

B; (z,t) = BEmac) / cos (wt — Bz) dt
By (s1) =2 A-
y (2,1) = EEmdmsen (wt —Bz) ]

B; (z,t) = Bazsen (wt — ﬂz)}
donde Bmd:c = gEmda:

Habiendo hallado la expresion del campo B, podemos ahora hallar el campo H:
con 1o cual Bpap = poHmae = Zmiz

(&
resultando H,,,4, = %

ffy (2,t) = Hpazsen (wt — Bz)j

7 Emzim ~
H t) = t—
(2:1) = % sem (wt — 2) ]

- E4 A
Hy (z,t) = —=Fsen (wt — fBz) ]

Vv Ho€o

- E 6 A
H, (z,t) = \/j sen (wt — Bz)
ﬂ
€0

definiendo asi la impedancia intrinseca del vacio:

Ho
No =/ —
€0
no = 37782

Campo eléctrico

z
>

Direccion de

propagacion

y /|

Campo magnético

Figura 6.1: Ondas E, (2,t) y By (2,t)
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