Capacitor con dos dieléctricos en diagonal
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Fisica II 3 SOLUCION

1. Enunciado

Dado el capacitor de placas cuadradas paralelas de la figura, relleno con dos dieléctricos dis-
puestos en forma diagonal, se pide hallar la expresion de la capacidad del mismo en funcién de
su geometria, drea A = L x L = 1m?, separacién entre placas d = 10mm y las permitividades
relativas €,, = 20 y ¢,, = 80. Luego, hallar el valor de dicha capacidad a partir de la expresién
hallada.
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Figura 1: Capacitor con dieléctricos en diagonal

2. Respuesta

Cr = eol? e Er, In <5T2>

d (ETz - ETI) €ry

Cr = 32,72nF

3. Solucion

Es posible dividir el problema en una asociacion de capacitores, dispuestos en serie y/o paralelo
y, analizando dicha interconexién, llegar a una conclusién que permita obtener la capacidad total
del sistema.

Analizando este caso en particular, podemos descomponer al capacitor en una cantidad dada
de capacitores conectados en paralelo, como se aprecia en la figura siguiente.
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Figura 2: Descomposicién en capacitores en paralelo.

La division del capacitor original, que llamaremos C7 en infinitos capacitores conectados en
paralelo, nos permite hablar de capacidades diferenciales conectadas en paralelo entre si, a las
que llamaremos dC. Cada capacidad diferencial estd compuesta por una asociacién serie de dos
capacitores, que podemos llamar dC; y dCs, con permitividades relativas ¢, y &,,respectivamente.
Esto se detalla en la figura siguiente.
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Figura 3: Anélisis de cada diferencial dC

Cada elemento dC es entonces una asociaciéon serie, por ende, lo expresamos de esa manera:

dC = !

1 1
ac, T ac:

Los diferenciales de capacidad dC; y dC5 no son otra cosa que pequenos (infinitesimales) capa-
citores de placas paralelas cuya area de placa es dA y cuyas distancias entre placas resultan funcién
de la posicién en que se ubique el diferencial con respecto al eje vertical, que llamaremos d; y ds.
Entonces, las expresiones para cada uno son sabidas, tal que:

€oer, dA
dcy = ——

1 d
go&r, dA
dCy = —2—

2 d

Analizando el grafico, deducimos que
Ingenieria Electronica 2 Ing. Guillermo Gurfinkel

Universidad Nacional de Moreno



Fisica II 3 SOLUCION

dA = Ldy
Mientras que para di y dz, que son funcién (con pendiente %) de la altura ”3”, tenemos:

d
dlzfy

y dado que d = dy + ds dy = d — dy, con lo que

dgzd—zy

De esta manera podemos expresar dC' realizando los reemplazos correspondientes, paso por :

dC = !

1 1
dCy + dCo

1

1 1
S0er, dA + S0erg dA
dy da

dC' =

1

dC = —

1
sosr,vlLdy + 5051V2Ldy

%(‘l - Y

Y ordenando la expresién, obtenemos
1

d
Y +
€oery Ldy

dC =

df% Y
€0Ery Ldy

€0Er Erp Ly

dC =
(% y) Ery + (d_ %y) €ry

EQEr, Ery LAy
dC = Fi 12 7
T [eryy + €y ( )]
JC = £0Er, Ery L2dy

d [(57‘2 - E7"1) Y+ €ry L]

Para hallar la capacidad total Cr se realiza la integraciéon de dicho diferencial de capacidad
para la variable y desde y = 0 hasta la altura y = L de la placa.

o /LdC’/L €08, Ery L2 dy
g 0 o dl(er, —&rn)y+enl]

Cr = €08y Ery L /L dy
d 0 (ET2_€T1)y+5T1L

La integral tiene la forma

/ dx
ax+b

cuya resolucién, por tabla de integrales, resulta:
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Fisica II 4 ANALISIS DE LA SOLUCION

dx 1
/ax+b_gln|aaj+b‘

Para nuestra integral, tenemos:
a4 =E€py — Epy

b=e¢,L
dr = dy
Con lo cual podemos, reemplazando adecuadamente, obtener la solucién de la misma:
€0Er, Ery L2 1 v=L
Cp = nore In|(ery —€r) Yy +éer L
d Ery — Ery y=0

Aplicando Barrow:

Cr — €0Er, Ery L2 . {(&2 —&n) L+ z—:rlL}

d(ery — &) er L

Trabajando un poco con la expresion, se reduce:

eol? &€ €

Cr =" 12 p () (1)
d (er, —&r) Ery

Que puede expresarse, sabiendo que la capacidad sin dieléctricos resulta Cy =

Cr=0Cy _Emifra in <€“>

(ET2 - 57’1) Ery

€0 L2

Ccomo:

Reemplazando valores obtenemos la capacidad total del sitema:

—12 F 2
Cr — (8,85 x 10712£) (1m?) 20 x 80 ln(SO)

0,01m (80 —20)  \ 20
Cp = 32716 x 107 12F = 32, 72nF

4. Andlisis de la solucion

Este ejercicio, que a priori pareciera no tener una aplicacién practica directa, puede tenerla.

Imagine que el capacitor en cuestiéon se utiliza como un sensor capacitivo para detectar la pro-
porcion agua / aceite mineral de una mezcla, que como sabemos, se separara, con lo que el medio
aceitoso flotard sobre el agua. Citando algunas permitividades relativas de distintos medios:

Aceite mineral 2,7
Aceite 2,8

Agua destilada 80
Caucho de 2,1 229
Acetona 191

Aire 1,00058986 + 0.00000050 (en CNPT, para 0,9 MHz),1
Papel 1,5

Papel parafinado 3,7
Parafina 2,1

Cuarzo 4,5

PVC de 30 a 40
Baquelita 5

Vidrio de 5,6 a 10
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Fisica II 4 ANALISIS DE LA SOLUCION

Mica 5,4

Tomando Aceite mineral ¢, = 2,7 y Agua e, = 80 (ambos medidos en baja frecuencia o
continua), podemos obervar que un mismo sensor capacitivo puede arrojar diferentes respuestas
seglin como se coloque:

dieléctrico 1
€,

dieléctrico 1
€

dieléctrico 2

Figura 4: Dos dispocisiones distintas arrojan resultados distintos.

Para el primer caso, con el capacitor colocado con sus placas paralelas al suelo, la separacion
agua-aceite también resultara en una distribucién de dos dieléctricos perfectamente combinados en
una asociacién serie, cuya respuesta resulta sencilla y de la forma:

1
Cn =3 1
ot
con C1 = % Cy = % donde djes la variable dependiente de las cantidades de cada
dieléctrico.

De esta manera:

Cr, = di d—d;

eoer, A T goer, A

€0Er Ery A

O =
T e, + (d—dy) ey,

goA EriEry
d d—d
d e, + (“FH) e

Cr, =

YSidldeZgi

g0 9 EriEry

C p— —
& d e, ten

Mientras que para el segundo caso arroja la expresiéon ya calculada:

c0A  &p6n &
O — 0 EmCra g (72
2 d (57"2 - 67"1) " (67"1 )

Estas expresiones son funcién de las permitividades relativas. Puede, también, expresarselas en
funcion de d; y dy para un caso genérico en que sean disintos y de esa manera conocer la proporcion
de la mezcla, ya que de esos valores se desprende el volumen que ocupa cada dieléctrico. Segin
el caso, serd conveniente una u otra expresion, véalida simplemente girando el capacitor (sensor)
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Fisica II 4 ANALISIS DE LA SOLUCION

seglin corresponda, ya que su capacidad varia entre una y otra posiciéon angular.

Para el caso que da origen a este apunte, donde

oA er &, ( Erry >
Cr=—"~—"2"2 _In|2
d (57“2 - 57"1) Ery

Si el medio superior es aire, cuya permitividad relativa se redondea a €,, = 1, la expresion se
reduce a:

g4 Ery

R TR

Para los valores dados y tomando ¢,, = 1, la capacidad varia con ¢,, con la siguiente forma:
Cr(F)

4.x1079F

3.5x107°

3.x107°

25x%1079

2.x107°

15x1079

1.x1079

€ ro

20 40 60 80 100

Figura 5: Cr = f (er,)

Por lo tanto, para este caso, el medio cuya permitividad relativa es ¢,, puede ser desconocido y,
de acuerdo al valor medido de capacidad puede ser deducido ingresando al grafico anterior por el
eje de ordenadas (capacidad medida) y obteniendo asi el valor de €., que corresponde a la misma,
permitiendo asi conocer o diferenciar el medio 2, incégnita.
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